
Devoir de mathématiques T aleS

Exercice 1
La fonction f admet un point fixe dans [0; 1] si il existe x0 ∈ [0; 1] tel que f(x0) = x0.

On considère la fonction g définie sur [0; 1] par g(x) = f(x)− x, et on cherche donc une racine de g.

g est la différence de deux fonctions continues sur [0; 1], donc aussi continue sur [0; 1], avec de plus,
g(0) = f(0) ≥ 0 et g(1) = f(1) − 1 ≤ 0.

Ainsi, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x0 ∈ [0; 1] tel que g(x0) = 0, c’est-à-dire
tel que f(x0) = x0.

Exercice 2
1. a) f est une fonction polynôme donc dérivable sur IR, avec, f ′(x) = x3 − 3x + 4.

b) De même, f ′ est une fonction polynôme donc aussi dérivable sur IR, et f”(x) = 3x2 − 3.

2. a) On a f”(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1) = 3(x − 1)(x + 1) : f” est un trinôme du second degré
qui admet −1 et 1 comme racines. On en déduit que f” est positive, donc f ′ croissante, sur
] −∞;−1[∪]1; +∞[ ; tandis que f” est négative, donc f ′ décroissante, sur [−1; 1].

b)
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f ′ est continue et croissante sur ]−∞;−1], avec lim
x→−∞

f ′(x) = lim
x→−∞

x3 = −∞ et f(−1) = 6 > 0.

On en, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, que l’équation f ′(x) = 0 admet une unique
solution sur ] −∞;−1].
De plus, sur [−1; +∞[, f ′ est continu, et le minimum de f ′ est f(1) = 2 > 0, donc l’équation
f ′(x) = 0 n’a aucune solution sur [−1; +∞[.
Finalement, l’équation f ′(x) = 0 admet une solution unique c ∈] −∞;−1].

c) On trouve par balayage, à la calculatrice, −2, 20 < c < −2, 19.

3. a) D’après ce qui précède, on a :
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b) D’après la question précédente :
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c) c est défini comme la solution de l’équation f ′(c) = 0, soit f ′(c) = c3 − 3c + 4 = 0.

On a alors, f(c) =
c4
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c2 + 4c =

c4 − 6c2 + 16c

4
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or, c3 = 3c − 4, et donc,

f(c) =
c(3c − 4 − 6c + 16)

4
=

c(−3c + 12)

4
=

−3c(c − 4)

4
et o a donc bien, f(c) =

3c(4 − c)

4
.

d) D’après 2.c), −2, 20 < c < −2, 19, et donc, 3c < 0 et 4 − c > 0, d’où, f(c) < 0.
On en déduit, en appliquant le théorème des valeurs intermédiaires à la fonction f , qui est
continue sur IR, sur les intervalles ] −∞; c] et sur [c; +∞[, que l’équation f(x) = 0 admet deux
solutions, c’est-à-dire que
le polynôme f admet deux racines réelles distinctes, une dans ] −∞; c] et l’autre dans [c; +∞[.

Exercice 3
La courbe Cf passe par A(0; 1), donc f(0) = 1, soit f(0) = c = 1.
On sait de plus que f ′(0) = −6, et que la tangente à Cf au point d’absisse 1 est parallèle à l’axe

(Ox), c’est-à-dire que son coefficient directeur est f ′(1) = 0.
f est bien dérivable sur IR, car produit d’un trinôme du second degré et d’une fonction exponentielle

qui sont dérivables sur IR, et :

f ′(x) = e−x
(

(2ax + b) − (ax2 + bx + c
)

= e−x
(

−ax2 + (2a − b)x + b − c
)
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