n est un entier natureh! (« factorielle ») est le nombre défini par 0 L=t pour toun>1,n!=n(n—1)x...x 1 .uetv sont les

. e . 1 1 1
suites définies pour tout entier natungdaru,, = 1+5 + ...+—| etv,=u,+ =
! n! n!

1. Calculemug, uj, Uy Uz etvg, vy, Vo, Vg
2.a. Démontrer que les suitasetv sont adjacentes.
b. Avec un tableur, donner un encadrement d’amplitntégieure & 10 ®de la limite commune de ces deux suites.
3. On admet que la limite communeuwetv est le nombre réel etelquelne =1 .
On suppose que e est un nombre rationnel, c’esead'il existe des entiepsetq premiers entre eux tels que e
q
a. Démontrer qu'alorg!ug<px(g-1)!sqlug+1
b. En déduire que e n’est pas rationnel.
CORRECTION
1 1
1. uozazl; Vo:Uo+a:2
u;=1+—=2; vVi=u +l—3
S TR T
_ 1_5. _ 1_
U2—1+E+Z—E, V2—U2+Z—3
1.1, ,1_8 1 _ 17
Uz=l+—+—+—=— Vz=Uz+ — = —
1 2! 31 3 31 6
2. Il faut d’abord trouver le sens de variation desx suitesu, ) et ¢, ).
un:1+l+...+i etun+1:1+l+...+i+ doncu,+q1—uUp= doncu,+1—u,>0
1! n! 1! n' (n+1)! (n+1)!

La suite (1, ) est (strictement) croissante.

doncvps1—Vp=Up+1—Up+ 1 ——10run+1—un: !
(n+1)! (n+1)! n! (n+1)!
1 N 1 1
(n+1)! (n+1)! n!
pour réduire au méme dénominateur, il suffit deaer quan ! x (n+1) = 1x2x ... xnx(n+1)=H+1)!
Vips1—Vn = 2 __ _(+) soitvn+1—vn=1_—ndoncpourtoundeN*,vn+l—vn<0
(n+1)! n!(n+1) (n+1!

La suite ¥, ) est décroissante a partirmle 1. (ce qui était visible sur les premiers termes

1
Vh,=U,+ = doncv,s1=Upeq+
n!

doncv,,1—Vp=

[l faut maintenant montrer que I'écart entre lesxdermes de méme rang des deux suites tend vers 0

1 1 .
Vh,=U,+ = doncvn—un:—| donc lim v,-u,=0
n! n!

n- +o

La suite (1, ) est croissante, la suite,() est décroissante eéim v,—u, =0 donc les suitesif ) et {,,) sont adjacentes.

n- +o

2.b. Les suitesu(, ) et {,) sont adjacentes donc convergent vers une mémite I etu, <L <v,
En utilisant un tableur en marquant : dans la B2 la formule = 1/FACT(A2) ;

dans la cellule B3 la formule = B2 + 1/FACT(A2) p@n recopiant cette formule vers le bas
dans la cellule C2, on marque la formule = B2 +ATF(A2) puis en recopiant cette formule vers le bas

dans la cellule D2, on marque la formule = C2 pBB en recopiant cette formule vers le bas, oeoble tableau suivant :



1 _ n

i 0
= 1
4 | 2
2 | 3
6 | 4
7| 5
g | £
| 7
10| 3
11| 9
12| 10
13 | 11
14| 12
15 13
16 | 14
17 | 15
13 16

25
2606686647
2705533333
2,71 6EAaaAT
24, 715055556
2, T1E253965

2,7 LEITETT
2715281526
2,715221801
2, T1EI81536
2 T1E2R1%IR
4715281835
2, T1E281528
4715221838
2715281528

3
2,833333333
275

2,725
2,719444444
2718453381
2,718303571
2,718384281
2,718282077
2718281851
2.71838123
2.718221329
2718381828
2,718281328
2718381828

D'aprés le tableauu , < L < v, avec une amplitude inférieure a10

3.a
Pour tout entiende N*,u,<L <v,avec L =P
q

soit en multipliant pag ! on obtient g ! uy< P

q!:1><2><..><(q—1)quonc1><q!:1><2><..><(q—1)soit1><q!:(q—l)!
q q

doncqlug<px(q-1)!sqluq+ 1avecuq:1+%+...+—

3.b. qlugspx(@-1)!sqlug+1

or sik est entier naturel compris entre @gebn am

donc e n'est pas rationnel

—xq!sqlug+1
q

1
q!

g! _1x2x..xkx K+ 1)x

1x2x..xk
p x (q— 1) ! est un entier naturel compris entre deutieesinaturels consécutifs

0,5
0,1 6EEEEE6T
0,04 EAEE6T
0008333333
0,001322280
0,000192413
2A5018E-05
2 T5573E-06
2 75573E07
2,30521E-02
2,087T6EE-09
1.A0591E-10
1,14708E-11
TAATEEE-13
4 T9618E-14

Les suitesu(,,) et (v,,) sont adjacentes donc convergent vers une ménte im

- 1
donc en particulien 4 < P VqOrvg=ugq+ — doncugs< P
q q! q

X4 x(k+ 1) ...xq



